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概要
このノートで分数冪微分 (fractional derivatives) の超入門を行う。
[I] はじめに
関数を１回微分する、２回微分する、· · · と微積分の講義で習うが、で









u(x− y2)dy = f(x) (1)
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ここに f(x) は与えられた既知関数で、u(x) が求める関数である。f(x)
は計算に必要なすべての性質を備えている · · · good function と言う · · ·
と仮定する。
解説 この積分方程式は、solitary wave の回折 (diﬀraction) の研究で
Lamb によって提出されたものである [2]。彼はこれを（後に有名になっ
た） Bateman に相談して、以下の解 (8) を得た。従って [3] では、(1) を








記号の簡単化のため ∂x = ddx とおいたが問題ないと思う。
(2) を証明しよう。Taylor 展開の公式














































































g(ξ)(x− ξ)μ−1dξ (μ > 0) (7)




e−xxμ−1dx　 (μ > 0)
と定義される。このとき




1[4] では、これを μ 階の不定積分と呼んでいる















































x− ξ dξ (8)
が我々の求める解である。
ノート 方程式 (1) ∫ ∞
0
u(x− y2)dy = f(x)






x− z dz = f(x)
となる。これはアーベルによって提出された積分方程式と同じ形をして





(1) の一般化を考えよう。もちろん一般化は一意的ではない。[3] では∫ ∞
0










2)dy1dy2· · ·dyn = f(x) (9)
を考える（提出する）。
これを [II] と同様の方法で解こう。そのために極座標に持ち込む ：
r = (r, θn−2, · · · , θ2, θ1, φ) → y = (y1, y2, y3, · · · , yn−1, yn)
で
yn = r cos θn−2
yn−1 = r sin θn−2 cos θn−3
...
y3 = r sin θn−2 cos θn−3 · · · sin θ2 cos θ1
y2 = r sin θn−2 cos θn−3 · · · sin θ2 sin θ1 sinφ
y1 = r sin θn−2 cos θn−3 · · · sin θ2 sin θ1 cosφ (10)
(0 ≤ r <∞, 0 ≤ θn−2, · · · , θ2, θ1 ≤ π, 0 ≤ φ < 2π)
である2。
余計なこと 余計なこと（？）を一つ。２次元の極座標系は、x 軸から y
軸に向かって角度 φ を取るため
x = r cosφ, y = r sinφ
2n 次元の極座標は popular でないかも知れない
横浜市立大学論叢自然科学系列　2012 : Vol.62 No.1・2
52
となる。しかし、逆に y軸から x 軸に向かって角度 φ を取れば










yn = r cos θn−2
yn−1 = r sin θn−2 cos θn−3
...
y3 = r sin θn−2 cos θn−3 · · · sin θ2 cos θ1
y2 = r sin θn−2 cos θn−3 · · · sin θ2 sin θ1 cosφ
















rn−1u(x− r2)dr = f(x) (12)























































































































































今は具体的な値は必要ないので、C = Vol(Sn−1) と省略する。
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ノート この分解は同相 Rn − {0} ∼= (0,∞)× Sn−1 から来ている（下は
n = 2）。
∼=
R2 − {0} ∼= (0,∞)× S1 ∼= R× S1
上方程式は ∫ ∞
0












































































































(a) n = 2m のとき
u(x) = π−m∂x
mf(x) = π−mf (m)(x) (16)
となり、特に問題はない。
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u(x− ytAy)dy1dy2· · ·dyn = f(x) (18)





微分の（本格的な）入門は浅田 [1] を、一般理論は教科書 [4] を見よ。
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